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Les exercices marqués d’'un £9t sont 4 faire en priorité, ceux marqués d’un €t sont des exercices complémen-
taires, & faire pour aller plus loin.

Formule de Stokes
Note informelle sur ’intégration et les formes différentielles

Soit C une courbe lisse, disons avec deux extrémités (I'image d'un segment), dans R2. Comment intégrer une

fonction continue f : C'— R sur C' ? L’approche de Riemann nous suggére de choisir une orientation pour la

courbe (d’une extrémité vers 'autre), de prendre n points sur la courbe en respectant cette orientation et de

considérer la quantité

n—1
> F(pr) 0Pkl
k=0
ol Opr = Pr+1 — Pk, l'idée étant que |dpg| est approximativement la longueur de la courbe entre py et pr4q si
les p; sont suffisamment rapprochés. On peut réécrire |dp| = g;%’;‘ -0pg : ce changement peut paraitre mineur,
mais il transofrme f(px)|dpi| en
opk
f(ow) 75— - 0Pk
|0pk|

Quand dp, — 0, dpy, devient essentiellement un vecteur tangent (trés petit) & C' en py et f(pi)0pr/|0pi| devient
la forme linéaire sur l’espace tangent a C' en py qui donne la valeur f(py) au vecteur tangent unitaire.

La forme linéaire f(pg)dpr/|0pr| est la forme linéaire sur la droite tangente & C' qui donne la valeur f(p)
au vecteur tangent unitaire & C' en p, orienté positivement. Rien ne nous force cependant a privilégier cette
forme linéaire & une autre : on peut par exemple choisir la projection sur la premiére coordonnée, ce qui
correspond aux sommes de Riemann

n—1

Z (o) (Ths1 — 1) ~ /Cf(:zr,y)dx.

k=0

De maniére générale, le bon objet & intégrer sur une courbe est une application continue w qui a p € C' associe
une forme linéaire w, sur la droite tangente & C en p. On appelle "forme différentielle" une telle w. Notez
que comme on peut multiplier une forme linéaire par un nombre réel, on peut toujours multiplier une forme
différentielle par une fonction continue f, par la formule

(f - w)p(v) = f(p)wp(v).

On peut se donner une idée de comment intégrer la forme différentielle w sur C' en considérant des sommes de
Riemann de la forme

n—1
Z Wpy, (5pk?)'
k=0

Le cas de [ dx correspond a la restriction de la forme différentielle "constante" p — ((u,v) — u) a C,
c’est-a-dire
dzlc :==p € Cr ((u,v) € T,C — u)

ot T,,C est la droite (vectorielle) tangente & C' dans R?. Pour étre plus rigoureux, si w est une forme différentielle
sur C, et v:[0,1] — C est une paramétrisation, alors on peut définir

/Cw = /Olww(t)(’y/(t))dt

TMerci a4 Hadrien et Louise pour ce phoque et ce raton-laveur en Tikz.




On peut prouver avec des outils basiques de géométrie différentielle que cette définition donne un nombre
indépendant de la paramétrisation. Pour rester cohérent avec la notation de l'intégrale, on note généralement
dz; la forme différentielle correspondant a la projection sur la i-éme coordonnée (vous noterez que c’est
également la différentielle de application (x4, ...,24) — ;). Vous pouvez vérifier que

/01 F(t)dt

correspond précisément & l'intégrale de la forme différentielle qui & un vecteur tangent v & [0,1] en ¢ (c’est-a-
dire un nombre réel) associe la valeur f(t)v, c’est a dire I'intégrale de la forme différentielle f(t)dt.

Vous pouvez également vérifier que si vous changez de paramétrisation, par exemple en considérant ¢ : [0,1] —
[0,1] une bijection croissante C, les paramétrisations v et v o ¢ donnent la méme valeur de lintégrale |, ow-

Exercice 1. Formule de Stokes holomorphe-antiholomorphe.
Soit K C C un compact a bord C! par morceaux, f, g des fonctions C' définies au voisinage de K. Montrer
que la formule de Stokes se réécrit :

i [ (2
- (2)dz + g(2)dz = 2Z/K (82 8z> dxdy

fdz + gdz = fdx + ifdy + gdx — igdy.

On développe

On applique la formule de Stokes & f + g et i(f — g), ce qui donne

f—g) 0
deJrng:/Ki (fO.r 9) _ (fa;g)

1 /09 .0Og
“5 (5 -7a))

dxdy.
0K

On vérifie finalement que

Of—g) Of+g) .. (1(0f  .Of
Tor oy QL(Q( N )

i
ox y
ce qui conclut.

Exercice 2. Aires de polygones réguliers.
On désire calculer I'aire du n-gone régulier, c’est-a-dire I’enveloppe convexe dans C des racines n-émes de

27i

l'unité. On note P, le polygone, A, son aire et on fixe ¢, ;== e .

1. Donner les formules paramétrant les n segments 71, ..., ¥, qui paramétrent le bord 0F,.
Le chemin v, correspond au segment de ¢ a (71!, il est paramétré par

it G+ HC - 1))

2. Montrer en utilisant la formule de Stokes que

1

2i Jop,

n

On pose f(z) =%, g(z) = 0. La formule de Stokes donne :

21 / drdy = / zZdz
P, aP,

n n

et comme f p dxdy = A,, on conclut.

3. Démontrer que

2
/ Zdz = isin (w)
Vi n



et conclure. iy B B
Le long de 7;, on a z = C';L(l + (¢, — 1)) et dz = ¢ (¢ — 1), donc zdz = (¢ — 1)(1 + (¢, — 1))dt. En
intégrant, on trouve

/

Zdz = /0 (G =11 +¢(C, —1))dt

J

= 2= DG+ 1)

1+C7L7C'H,71
2

. 2
=gsin | — | .
n

Exercice 3. Le théoréme de la divergence.

On désire prouver, a partir de la formule de Stokes, le théoréme de la divergence. Pour cet exercice, on note
f la dérivée en ¢ de f.

Théoréme de la divergence.

Soit K un compact de R? a bord C!, U un voisinage de K et F : U — R? un champ de vecteurs C'. Alors :

On conclut que A, = 3 sin (2").

n

/ div(F)dzdy = F - vds
K oK

ou v est la normale sortante unitaire & 0K et ds est I’élément de longueur de 0K, c’est-a-dire udx + vdy o
(u,v) est un vecteur tangent au bord de K unitaire et positivement orienté.

1. Soit 7y : [0,1] — R? un chemin C' de dérivée non-nulle qui paramétrise localement 0K (avec la bonne
orientation). Exprimer la normale sortante unitaire v, le vecteur tangent unitaire, et les éléments de
longueur dz, dy en fonction de %(t) = ((t), y(t)) et dt.

La normale sortante unitaire est donnée par

1 { y(t) ]
V=-——0" ) .
RIOIN R
Le vecteur tangent unitaire est ﬁ“/ Les éléments dz et dy sont respectivement donnés par &(t)dt et
y(t)dt.

2. Démontrer que ds = |[§(t)|dt, puis que F - vds = fdy — gdx o F(z,y) = (f(z,v), 9(x,y)).
Le calcul donne

On remarque ensuite que

Fov— —(fj-gi)

]

et donc

F -vds = (fy—g&)dt = fdy — gdx

3. Démontrer que
/ div(F)dzdy = / fdy — gdx
K oK

et conclure.
Le calcul découle directement de la formule de Stokes (en changeant un signe).



& Exercice 4. La solution fondamentale du laplacien en dimension deux.
On désire démontrer ’égalité suivante : si ¢ : C — R est une fonction C'°*° a support compact, alors :

/ Ap(z)log|zldzdy = 2mp(0)
c

On définit I'ouvert U, := {z € C:e < |z] < &1} et on pose T: le cercle de centre 0 et de rayon e.

1.

Justifier que 'intégrale converge.
La convergence a l'infini est claire car I'intégrale a lieu sur le support de ¢, qui est un compact.
La convergence en zéro peut se prouver par exemple en intégrant en coordonnées polaires :

. 2t rR
/ Ap(2)log |z|dxdy = / / Ayp(re'?) log(r)rdrdd.
D(0,R) o Jo

La fonction r — rlog(r) s’étend continument & [0, 7], et intégrale converge donc sans probléme.

. Montrer que pour toute fonction C'*° & support compact ¢, on a

/go(z)log|z|d:z:dy: lim/ o(z) log |z|dxdy.
C e—0 U.

Pour € > 0 assez petit, ¢ est identiquement nulle sur {|z| > e~!}. Le théoréme de convergence dominée
(en dominant par exemple par sup |¢|log|z|) permet de conclure.

Montrer que sur un ouvert U & bord C! par morceaux, pour f, g fonctions C? au voisinage de I’adhérence
de U, on a I’égalité
i

5 / [f(2)Ag(2) — Af(2)g(2)]dady = [ f(2)09(2)dz + O f(2)g(2)dz.
U oU

On veut appliquer la formule de Stokes, on calcule donc :

A(f(2)0g9(2)) = 9f(2)0g(2) + [(2)00g(2) = Df (2)0g(2) + if(Z)Ag(Z)

Un calcul similaire donne )
9(0f(2)g(2)) = 9f(2)09(2) + 187 (2)9(2)

et le résultat découle donc du fait que

F(2)Ag(z) — Af(2)g(2) = 40(f(2)0g(2)) — 40(0f (2)9(2))-

Montrer que pour € > 0 assez petit, on a :

/ A(p(z)log|z|dxdy:—2i/ ©(2)01og |2|dz + Op(z) log |z|dz.

€ €

Pour ¢ > 0 assez petit, ¢ est identiquement nulle sur |z| > 7!, et a fortiori Ay aussi : il ne reste donc

que lintégrale sur le bord intérieur de U, qui est T, orienté dans le sens horaire. On applique alors la
formule ci-dessus & f = ¢ et g = log|z|, ce qui donne le résultat voulu (attention au signe dit au sens
dans lequel on intégre) car log |z| est harmonique.

Montrer dlog |z| = 3.
Un calcul brute-force marche bien ici. On peut aussi étre malin.e : sur C\] — 00,0], on considére la
fonction log, donnée par log(re®®) = log(r) + i6 pour r > 0, 6 €] — m, «[. C’est une fonction holomorphe
(on peut le vérifier avec Cauchy-Riemann polaire par exemple, ou utiliser la définition du log par série
entiére), et on calcule

log(z) +log(z) = log(r) + i6 + log(r) — i6 = 2log |z|.

Comme z > log(%) est antiholomorphe, on trouve dlog |z| = 3= sur C\] — 00, 0] et donc sur tout C* par
continuité.



6. Estimer les intégrales
27
/ p(ee)dt
0

27
£ dp(ce™) log(e)edt
0

et

quand ¢ — 0 et conclure.
La premicére intégrale converge clairement vers 2w¢(0) (simplement par continuité de ¢), et la deuxiéme
tend vers 0 a cause du facteur €log(e). On a donc le résultat voulu.

Applications du théoréme de Cauchy

£9 Exercice 5. Intégrales gaussiennes.

1. Soit £ € R. En intégrant sur un rectangle bien choisi, prouver que
/ e~ (@18 gy — / e dz
R R

/ e~ e HTdy = \/Ee_52/4.
R

On inteégre sur le rectangle dont les coins sont —R, R, R — i, —R — i£. On estime les intégrales sur les
bords verticaux du rectangle :

et en déduire que

¢ +R—it)? R? ¢ +Rit+t?
/67( /7’)dt:ef’/e T gt

0 0

converge clairegnent vers zéro quand R — oo, et donc en appliquant la formule de Cauchy a la fonction
analytique e™* sur le rectangle, on obtient

R R .
/ e v dr— / e~ @ dr 4 0(1) = 0
-R -R

ce qui conclut pour la premiére égalité.
Pour la deuxiéme égalité, il suffit de compléter le carré :

/ e~ ek gy = 6_52/4/ e~ (@=i€/2)° g — 6_52/4/ e dy = ﬁe_f2/4.
R R R

o . 2 . . ..
2. En intégrant la fonction z — e™* sur un secteur angulaire bien choisi, prouver la convergence de
I'intégrale suivante (au sens faible) et la calculer :

/ et dt.
R

On intégre la fonction sur le secteur angulaire d’angle /4, composé de v%(t) = t sur [0, R], v4(t) = Re
sur [0,7/4] et v3(t) = e™/*(R — t) sur [0, R]. On peut estimer I'intégrale sur v% comme suit :

77/4 2 _2it . 7T/4 2 24t
/ e e iRettdt| < R/ ‘e‘R ¢
0 0

w/4
< R/ €_R2 cos(2t)dt
0

it

dt

/4

< R/ e—R2(1—4t/7r)dt
0

/4

1

< 67R2ﬁ€4t/ﬂ'

1
<g(1-e).

=

0



La majoration cos(t) > 1 — 2t/m découle de la convexité de la fonction cos sur [0, 7/2]. On trouve donc,

par Cauchy :
R 2 . R 1
/ e dt — 6”/4/ e dt =0 ()
0 0 R

A T
/0 e "dt=(1 L)\/;

Exercice 6. Intégrale le long d’une ellipse.
Soient a,b > 0. On considére la courbe v donnée par 1’équation (x/a)? + (y/b)* = 1.

d
/izm.
'72

L’équation définit une ellipse ne passant pas par zéro. En appliquant la formule de Stokes a l'ouvert
délimité a 'extérieur par lellipse et a l'intérieur par un petit cercle de rayon € > 0, on trouve

/dz / dz .
— = — = 2m.
Jy % oD(0,e) #

et on a donc

1. Démontrer que

2. En déduire la valeur de l'intégrale

/27\' dt
o a2cos2(t) + b2sin*(t)

On peut paramétriser v par v(t) = acos(t) + ibsin(t). On obtient alors v/(t) = —asin(t) + ibcos(t) et
F(t) = acos(t) — ibsin(t). Un calcul direct donne :

(—asin(t) + ibcos(t))(acos(t) — ibsin(t)) = (b* — a?)sin(t) cos(t) + iab(sin?(t) + cos?(t)).

Ainsi, on trouve

27 2 2 . 27
i — / (b= — a®) sin(t) (.:Oi(t) it + iab / dt S
o a?cos?(t) + b%sin®(t) Jo a?cos?(t) + b2 sin”(¢)

On en conclut, en prenant les parties imaginaires, que l'intégrale voulue vaut %

Exercice 7. Encore une intégrale.
En intégrant z — % sur le bord de {z € C: |z — 1] < 1, |z| > ¢}, calculer I'intégrale :

[N

/0 log(cos(6))db.

La fonction z — 282 semble avoir un pole en 1, mais on sait que log(z) = z — 1 + ... au voisinage de 1, donc

11—z
1 L . . . . L. c 1.2
%@ définit une fonction analytique sur l'intérieur de 'ouvert considéré.

En prenant € — 0, Uintégrale s’évalue a

2 it
/ log(l+¢%) jiitgy — g
0

it
et donc
2 )
/ log(1 + e™)dt = 0.
0
On passe a la partie réelle, et on a

2m
/ log |1 +e|dt =0
0



On vérifie que |1 + €| = |e™*/2 + /2| = 2| cos(t/2)|, et donc

2m
0= / log(2) + log | cos(t/2)|dt.
0

Apreés réarrangements et changement de variable, on obtient

/ log | cos(t)|dt = —mlog(2)
Jo

et on obtient le résultat voulu en remarquant que

/2 ™
/ log(cos(t))dt = / log(— cos(t))dt.
Jo J/2

£9 Exercice 8. Primitives et logarithmes.

1. Soit f une fonction holomorphe sur D(a, ¢). Démontrer que f admet une primitive, donnée par

re) = [ TR,

ou l'intégrale est prise sur n’importe quel chemin de a & z dans le disque.
On écrit f(z) =>_,,50an(z —a)", qui converge uniformément sur [z —a < § pour § <e. Ainsi:

./‘Z Zan(g - a)ndC = Zan /Z(C - a)ndC - Z nci:l(z - a)n+1’

n=0 n=0 n=0

C’est bien une primitive de f.

2. Soit U C C un ouvert connexe, f une fonction holomorphe sur U. Supposons que pour  chemin C! par

morceaux dans U, la quantité fv f(€)d¢ ne dépend que de v(0) et v(1). Démontrer que

= T F(Qde

définit bien une fonction sur U, indépendamment du chemin de a & z choisi. Démontrer que cette fonction

est holomorphe, de dérivée f.

Soit b € U, D C U un disque de centre b, sur lequel f est développable en série entiére. Comme f7 f(¢)d¢

ne dépend que des extrémités de v, on a

/: f(Q)d¢ = /abf(C)deL/: F(Q)dc.

Le premier terme est une constante, et le deuxiéme terme définit une fonction holomorphe au voisinage
de b, qui est une primitive de f sur ce voisinage. Ainsi, fa f(¢)d¢ deéfinit bien une primitive de f sur U.

3. En déduire qu’une fonction f € O(U) admet une primitive si et seulement si fv f(¢)d¢ ne dépend que

des extrémités de .
On doit juste montrer la réciproque, qui est la conséquence de

/ F/(¢)dC = F(v(1)) — F((0)).

4. Soit f € O(U) ne s’annulant pas. Démontrer que si une primitive L de f'/f existe, alors elle vérifie

el(?) = Af(z). pour un certain A € C*.
Dérivons g(z) = e(*)/ f(z).

/ _ f/(Z) L(z) 1 _
D= e e
Ainsi, eX*) /f(2) = A, A constante.



5. Soit U simplement connexe, et f € O(U) ne s’annulant pas. Démontrer qu'il existe L € O(U) telle que
f(z) = el®),
Comme deux chemins entre deux points sont toujours homotopes (par définition de la simple connexité),
toute fonction holomorphe admet une primitive, en particulier f’/f.

& Exercice 9. L’intégrale de Dirichlet.
On définit un contour 7. g comme suit : y!(t) = ee™* sur [0, 7], *yzﬁ (t) = +t sur [e, R] et v5(t) = Re' sur
[0, 7] (voir dessin).

—-R

2,— 2
75,R ny,R

1. Démontrer que [ ei=e " dt — 7 quand € — 0.
On le déduit de la continuité de z +— e* en 0 et du théoréme de convergence dominé.

2. En minorant sin(¢) par 2t/ sur [0,7/2], démontrer que

4 : 1
—Rsm(t)dt:O — ).
/o ‘ (R)

Comme sin(m — t) = sin(t), les intégrales sur [0, 7/2] et sur [7/2, 7] sont égales. On ne s’occupe que de
la premiére :

/2 ) /2 1
/ efRsm(t)dt < / 672tR7rdt —— (1 - efR) ]
J0 J0 R

C’est clairement un O(1/R).

3. En déduire que

1z 1z 1z 1
/ e—dz+/ e—dz:—/ e—dz+0<—).
wr F vE F v # R

La fonction z +— i est analytique sur l'intérieur de I'ouvert défini par le contour, et on peut donc
appliquer la formule de Cauchy. 11 suffit de vérifier que I'intégrale sur 73 est un O(1/R).

r

6“86'” ; T it
—iRe"dt| < / MR gy
Re 0

™ ) 1
< /7R5111(L) F— -
< /o e dt =0 <R>

4. Démontrer que




5. En déduire la valeur de

/ sin(x) .
0 X

La valeur de 'intégrale multipliée par 2¢ est, par la question 3, la limite quand € — 0 de

p pilm—t) -
ez T p—ice o ) L
—/ — = —/ —— —ige' TGt =i e'sc dt.
,Ygl z 0 661(71-7) 0

Par la question 1, cette valeur est i, et donc
> sin(x
/ ( )dm .
0 X 2

& Exercice 10. Transformées de Fourier a la Paley-Wiener.
Soit ¢ une fonction C°° a support compact inclus dans [— A, A] avec A > 0.

1. Démontrer que la transformée de Fourier

b6 = [ plare =
R
est une fonction entiére vérifiant l'estimation suivante : pour tout N € Zsy, il existe une constante

Cn > 0 telle que
18(2)] < Cn (1 +|2]) " NeAISE)

On commence par remarquer que

z2p(2) :/Rgo(:v)ze*i”dx

:/<p(a:)i0xe_izwdac
R
,L'SO(J,) —izx /awso —lzld‘E

—2/ Dpip(z)e™ " du.

. “+oo N A
Le terme o(x)e™"** est nul car ¢ est & support compact. Par récurrence, on trouve
— 00 ’

2k =k / aﬁw(w)efi”d:c.
JR

/ |8k |€d(z)de

g/ 0% ()] )2 da
—A

<24 sup |9Fp(x)|eASE)
ze[—A,A]

On vérifie alors que

o(2)] <

|z

En développant (1 + |z])", on obtient la constante universelle (en z) voulue.

2. Soit a présent f une fonction entiére qui vérifie I'estimation précédente. On va démontrer que sa trans-
formée de Fourier est une fonction C'™° & support compact inclus dans [—A, AJ.

(a) Démontrer que la transformée de Fourier de f est C* sur R.
L’idée est la suivante : la dérivée k-éme de [; f(z)e~""*dz devrait étre donnée par (—i)* [, 2" f(2)e~**"da.
L’estimation vérifiée par f assure que cette integl ale converge absolument, et que I’on peut dériver
sous le signe intégral sans souci.



(b) Soit > 0. Démontrer a I’aide de la formule de Cauchy que pour tout 7' > 0, on a :

f(ZE) = /l%f(z)e*izzdz = efmT/Rf(z _ iT)e*i“dz.

On intégre sur le rectangle de sommets —R, R, R — T, —R —iT. On a

R—iT
/ f(2)e™*%dz

R

T
g/ |f(R — it)e "Bz qy
0

T
< / F(R — it)]e~""dt

0

T
s L
<[ 2 tay
*/0 A+ R+

Cette derniére expression tend vers 0 quand R — oo, et il en va de méme pour l'intégrale sur le
segment [—R — iT, —R]. On obtient finalement

/ f(2)e " dz = / F(2)e™%dz + 0r 00 (1).
[~R,R] [~ R—iT,R—iT)

En prenant R — oo, on obtient le résultat voulu.

(¢) En faisant tendre T — oo, démontrer que si z > A, alors f(z) = 0 et conclure.
On majore :

@) <eT / (= —iT)|dz

Cy
< —aT ATd
s e A (1+T2+22)6 z

< e(A*I)T/ ! dz.
r1+22

En prenant T — 0o, on obtient f(x) =0siz—A >0, donc si z > A. Pour avoir la méme conclusion
quand z < —A, il suffit d’appliquer le résultat précédent a z — f(—z).

10



